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@ La manera estandar de presentar la TCT es la siguiente:

Y =7+,

donde T, el puntaje verdadero, se asume no correlacionado con el error de
medicién.

@ Ademis se asume que E(Y) = E(7), proveyendo una interpretacién
frecuentista de este hecho.

@ De lo anterior se deduce que
Var(Y) = Var(r) + Var(e),

lo cual permite definir la confiabilidad como

Var(T)
Var(Y)*
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@ Este marco se utiliza en protocolos de anélisis (SIMCE, PISA, TIMMS).

@ Se enfatiza con mucha fuerza que dicho marco se ha superado por la
moderna Teoria de Respuesta al Item.

@ Dicha superacién siempre se ilustra/justifica a nivel de estimaciones
estadistica, y muy poco a nivel conceptual.
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Teoria Clasica de Tests

@ La TCT asume dos procesos aleatorios secuenciales:

@ La seleccién de los individuos o estudiantes.

@ La seleccién de los itemes que seran respondidos por un individuo.

@ Los procesos secuenciales anteriores corresponden a una descomposicion
marginal-condicional:

o El proceso marginal corresponde a la generacién de una caracteristica
individual.

@ El proceso condicional corresponde a la generacién de la respuesta al item
condicionalmente a la caracteristica individual.

@ El supuesto sustantivo es que la respuesta a los itemes depende de la
caracteristica individual.

Ernesto San Martin (LIES) i Qué son las variables latentes? 24 de enero de 2018 5/32



- Lahnrétn‘riu_
Teoria Clasica de Test y £ e
Espacios de Hilbert

@ Siguiendo a Novick (1969) y otros, trabajaremos en un espacio que tenga
geometria, es decir, que nos permita medir dngulos, y que por tanto el
Teorema de Pitdgoras sea valido.

@ Mads especificamente, trabajaremos en el siguiente espacio:
L*(M, M, P) = {X variable aleatoria : E(X?) < co}.

@ Este es un Espacio de Hilbert, en que los dngulos se miden por medio de un
producto interno definido como

(X, Y) = E(XY).
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@ HIPOTESIS 1: La respuesta de un determinado individuo a un determinado
item, denotada por Y, mide un rasgo latente 6 que caracteriza a dicho
individuo.

@ El rasgo latente 6 puede ser unidimensional o muitidimensional Sin embargo,
la TCC asume que 0 es unidimensional.

@ Mds formalmente, el proceso conjunto p(Y, ) se descompone como

p(Y,0) = p(8) p(Y | 6).
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@ Variables latentes: una hipétesis que encierra mucha discusién fundamental.
@ Por ejemplo, jse trata de meros constructos o de entes reales?

@ Hay ciertas decisiones de politica publica que se basan en estimaciones
estadisticas de las variables latentes.
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@ Sea Y el puntaje obtenido por un individuo que responde un (grupo de)
item(es), por lo que sus posibles valores son 0,1,2, ..., J.

@ Dada la Hipédtesis 1, el factor latente 6 explica la generacién de la respuesta
Y, o equivalentemente, Y mide el factor latente 6.

@ Esa medicién no sélo contiene informacién de 6, sino eventualmente error de
medicién:

Y= E(Y|0) + [Y-EY]|0)
S—— ——

Puntaje Verdadero  Error de Medicidn

@ Esta descomposicidn es valida aun si 6 es multidimensional.

@ Ademis, E(Y | 0) estd no correlacionado con Y — E(Y | 8) por construccidn.
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@ El desafio de la TCC es que, bajo ciertas hipdtesis, se infiera informacién del
puntaje verdadero (y, en consecuencia, de 0) a partir del puntaje verdadero.

@ Dicho de otra manera, se busca inducir la distribucién de 6 a partir del
puntaje observado Y.

@ Para entrever la dificultad del problema, consideremos los puntajes
observados de 10000 estudiantes que responden 48 itemes dicotémicos.
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Puntajes Verdaderos
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@ Descomposicion de la Varianza: jcuanto de la variabilidad observada
depende de la variabilidad del puntaje verdadero?

@ Usando la sintaxis de varianzas y esperanzas condicionales, se tiene que
oy =V(Y) = VIE(Y|9)] + E[V(Y]|9))].

@ La varianza del puntaje verdadero V[E(Y | 0)] corresponde a la varianza
intra-clase.

@ La varianza del error de medicién E[Var(Y | 0)] corresponde a la varianza
entre-clases.

@ Si la variabilidad correspondiente al error de medicién es “pequefia”, entonces
la variabilidad observada proporciona informacién acerca de la variabilidad del
puntaje verdadero.
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@ Suponiendo que 6 es unidimensional, la afirmacién anterior se puede
precisar definiendo la confiabilidad como la siguiente razén:

. VIE(Y | 9)] . Varianza del Puntaje Verdadero _ o2(6)
WP = YY) T Varianza del Puntaje Observado o2

@ 0 < 7y|s <1, es decir, corresponde cos®(a), donde «a es al dngulo de la
proyeccién ortogonal de Y sobre el espacio generado por 6.
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° 77%'9 = cos’(a) = \|Eﬁ\;|‘|92)|\2 = V[E((Yle))] donde || - || representa el largo de un
vector, y
Y
Y — E(Y | 0)
[e] 0
E(Y'|0)
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@ Si Y 1L 8 entonces ny|s = 0. Por tanto, ny|9 # 0 implica que Y no es
independiente de 6.

@ 7y|o = 0 no implica Y L& pues, por ejemplo, puede existir la siguiente
relacién de dependencia:
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@ 7nyjp = 1 es equivalente a

EIV(Y |0)] _

v(Y) 0

es decir, la variabilidad del error de medicién es nula. Esto a su vez es
equivalente a V(Y | #) = 0. Esto dltimo significa que existe una funcién f tal
que Y = () con probabilidad 1.

@ Por lo tanto, que la confiabilidad 77y g sea igual a 1 significa que:

@ No hay error de medicién.

@ El puntaje observado Y es una funcién del rasgo latente 0; es decir, lo
observable depende enteramente de lo no-observable.
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i Qué podemos decir de 07?

@ Una vez que hemos observado Y, es posible preguntarse (en términos
conceptuales) acerca del rasgo latente 6. Siguiendo con el marco conceptual
inicial, esto significa explicar € a partir de Y.

@ Por lo tanto, podemos considerar la siguiente descomposicién dual:
0=E@0|Y)+ {06—E(Y]|0)},

donde E(6 | Y') corresponde a la prediccién de 6 después de haber observado
Y, mientras que 6§ — E(Y | 6) corresponde al error de medicién.

@ Por construccion,

E@O]Y) L {0—E(Y|0)}
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@ En la jerga psicométrica, E(6 | Y') se conoce como estimador de Bayes y se
utiliza para “estimar” 6.

@ En la TCC no es tradicién “estimar” 6, sino sélo la confiabilidad ... que es
una funcién de 6.
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@ Por analogia con el tratamiento estandar, podemos definir la confiabilidad
Mg|y, que llamaremos confiabilidad dual.

@ Asi,

VIE( | Y)]

Noly = V(0) € [o,1].

@ Si Y 16, entonces 79y = 0.

@ 79|y =1 siy sélo si existe una funcién g tal que § = g(Y’) con probabilidad
1, lo que significa que el rasgo latente es una funcién de lo observable!
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@ Pero
2\ _ _ VIE(Y [0)] _ VIE(@|Y)] _
cos”(a) = ny|p = 762 = V(9) = No|y
pues
Y
E©O]Y)
Y —-E(Y|0)
« 0
E(Y |0)
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@ Por lo tanto,

Tlvie = 1 — Noly = 1
T
Existe f tal que Y = f(0) Existe g tal que 0 = g(Y)

@ Por lo tanto, cuando la confiabilidad es perfecta, el caracter latente 0 es una
funcién desconocida de lo observable.

@ Este resultado ayuda a entender el alcance de la expresién latente o
no-observable.
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@ De la igualdad anterior, podemos probar el siguiente resultado:
NY1,¥210 = M0

@ Es decir, si la prediccidn de la variable latente estd basada sobre mas
mediciones, entonces la confiabilidad dual mejora.

@ Este resultado es una versién menos restrictiva de la Profecia de
Spearman-Browne.
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@ Lo anterior permite probar lo siguiente: si la confiabilidad es perfecta entonces

o Existe una funcién f tal que Y = f(0) con probabilidad 1.

@ Existe una funcién g tal que 6 = g(Y’) con probabilidad 1.

@ Es decir, lo latente no es otra cosa que una funcién desconocida de los
observables.
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@ Consideremos dos observables tales que

Yi L Ys|o,

que significa que

Yi—E(Y1|0) L Ya—E(Y2]0),

que corresponde a la correlacién entre Yi e Y> parcializada por 6.
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@ Es importante recordar que siempre es vélida la siguiente descomposicion:

cov(X,Y) = cov[E(X|0),E(Y |6)]+cov[X —E(X|6),Y —E(Y|9)]

para cualquier 6.
@ Pero bajo AL se tiene que

cov[X — E(X | 6),Y —E(Y | 6)] =0

y por tanto
cov(X,Y) = cov[E(X | 0), E(Y | 0)]
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@ Convencidn: las variables que usamos generan espacios lineales que seran
denotados por la misma variable.

@ Asi, si Y es una variable tal que E(Y?) < oo, entonces Y corresponde al
espacio lineal generado por Y.
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@ Decimos que 6 es la variable mas pequefia que hace ortogonales a Yi e Y; si

o 0o satisface que Y1 L Y3 | 6.

o Si existe un 0 tal que Y1 L Y3 | 0 entonces 6 D 6.
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@ Usando todo lo anterior, tenemos la siguiente caracterizacién: las siguientes
proposiciones son equivalentes,

@ 0 es la variable mas pequefia que hace ortogonales a Y7 e Y>.
o E(Y;|60) =00 parai=1,2.
o Y4 N6 ={0}coni=1,2.
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@ Uso de espacios de Hilbert.
@ Latente = funciones desconocidas de los observables.

@ Geometria del AlL.
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