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NEAT Design

@ Dos poblaciones de estudiantes: cada uno escoge rendir o un test X o un test Y.
@ Ademas, ambos grupos rinden una bateria de itemes comunes A.

@ Problema: poner en la misma escala los puntajes de ambas poblaciones de
estudiantes.
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Identificacion Puntual

@ Primero, etiquetamos a los estudiantes de acuerdo a la prueba que rindieron:

7 1, siestudiante rinde prueba X;
~ | 0, siestudiante rinde prueba Y.

@ Z es una variable aleatoria (por qué?), de hecho es una Bernoulli de parametro
P(Z=1),

donde esta probabilidad esta definida segin una proporcion, que satisface los
axiomas de Kolmogorov (ver Kolmogorov, 1955, capitulo 1).
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Identificacion Puntual

@ Usando el Teorema de Probabilidades Totales se tiene que

PX<t|A=PX<t|Z=1,AP(Z=1|A)+P(X<t|Z=0APZ=0]A)

P(Y<tIA)=P(Y<t|Z=1APZ=1|A+P(Y <t|Z=0APZ=0]A)

@ En rojo estan las distribuciones no-identificadas, y en azul las que son
identificadas.
@ Condicién de ignorabilidad fuerte:

X, V)L Z|A
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Identificacion Puntual

@ La condicion de ignorabilidad fuerte es equivalente a

P(X<t|AZ=1)=P(X<t|AZ=0)=PX<t|A),

PlY<t|AZ=1)=P(Y<t|AZ=0)=PY<t|A),
@ o equivalentemente
P(Z=1]|A)=P(Z=0]A).

@ La condicién de ignorabilidad permite afirmar que, condicionalmente a A, lo que
se observa es igual a lo que no se observa (sic).
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Identificacion Puntual

@ Dado que hemos identificado P(X < t| A)y P(Y < t| A), entonces podemos
identificar

P(X<t), PY<H

pues conocemos P(A < a).
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De vuelta al problema

@ Tenemos que

PX<t)=P(X<t|Z=1)P(Z=1)+P(X<t|Z=0)P(Z=0).
P(Y<t)=P(Y<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0).

@ No tenemos informacién de por qué un estudiante escoge rendir la prueba X o
la prueba Y. Solo sabemos que en algunos contextos, como el chileno, esta
decision es voluntaria.
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Modelando la voluntariedad

@ Podemos suponer/creer que los estudiantes rinden la prueba que ellos estiman
les irda mejor:

Z=1x>vy}-

@ Asi, Z = 1 significa que un estudiante escogi6 la prueba X en lugar de la Y
porque asume que le ird mejoren X que en Y.

@ Similarmente, Z = 0 significa que un estudiante escogi6 la prueba Y en lugar de
la X porque asume que le ird mejor en Y que en X.
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Modelando la voluntariedad

@ Mas especificamente, si Z = 1 entonces X > Y y por tanto
PX<t|Z=1)<PYLt|Z=1),
0 equivalentemente

PX>t]|Z=1)>P(Y>t|Z=1).

@ Similarmente, si Z = 0 entonces X < Yy por tanto
P(Y<t|Z=0)<P(X<t|Z=0),
0 equivalentemente

P(Y>t|Z=0)>P(X>t|Z=0).
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Resultado 1 de identificacion parcial

@ Usando lo anterior se deduce que
<Py<h<uy,
donde

U =PX<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)PZ=0),

U{:P(Z:1)+P(Y§t\Z:O)P(Z:O),

@ L, corresponde a la proporcién de estudiantes que tienen a lo mas t puntos ya
seaen X o en Y: es correcta esta interpretacion?

@ El largo de este intervalo es igual a

P(X>t]|Z=1)P(Z=1).
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Resultado 1 de identificacion parcial

@ De manera similar,
LY <P(X<t)<Uf,

donde
Lf=PX<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0),

US=P(Z=0)+PX<t|Z=1)P(Z=1).
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@ Se tiene que

PIX <M P(Y <)
U L

Hyp

Z=1xoyy | et B0 —w)  alwt+( —w) | alw+BO0 —w)  BOO—w)+w

@ donde

al)=P(X<t|Z=1), B)=P(Y<t|Z=0), w=PZ=1).
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@ Ambos intervalos tienen la misma cota inferior.

@ El primer intervalo esta contenido en el segundo si y sélo si

PX>t|Z=1) _ P(Z=0)
P(Y>t|Z=0)" P(Z=1)
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@ Para « € [0, 1], el a-cuantil de Y esta dado por
Go(Y) =int{t: P(Y < 1) > a}.
@ Consideremos el intervalo
L <P(y<t<U,
donde
LY=P(X<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0),

W =PZ=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0).
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@ Sea

r(a) =inf{t: P(Z=1)+P(Y < t| Z=0)P(Z=0) > a},

S(a) ={t: PX<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0)> «a}.
@ Entonces si t < ry(a), entonces

P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0)<a

y por tanto
P(Y<t) <a,

en consecuencia g (Y) > t. Se sigue que

ri(a) < ga(Y).
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@ De manera similar se deduce que
Ga(Y) < s(a).
@ Por lo tanto, para « € (0, 1),
ri(a) < ga(Y) < s(a),
r2(@) < ga(X) < s(a),
donde

rp(a)=inf{t : PIX<t|Z2=1)P(Z=1)+P(Z=0) > a}.
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@ Maés precisamente,

Ga—rz=1 (Y | Z=0) < gua(Y) < s(a),

—P(z=
P(Z=0)

Qa—rz=0)(X | Z=1) < ga(X) < s(a),
P(Z=T)

donde

S(a) =inf{t: PX<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0)> a}.
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@ Supongamos que P(Z = 0) < P(Z = 1). Entonces
@ Sia < P(Z =0), entonces

Ga_riz—y (Y | Z=0) = 115",
P(Z=0)

X|Z=0
Ga_piz—o) (X | Z=1) =357,
P(Z=1)

y por lo tanto los intervalos
Y|Z=0 X|Z=0
(=0, s(e)] [0, s()]

son equivalentes!
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@ SiP(Z=0)< a< P(Z=1), entonces

Gapzn (Y| Z=0)=t/17°,

mln
P(Z=0)

y los intervalos

[toiy ()], {qa;(f;(:zf)m (X[ Z=1),5(a)

son equivalentes.

LIES, Ernesto San Martin Octubre, 2017



@ SiP(Z=0)< P(Z=1) < a, entonces los intervalos
Gacrizn (V12 =0).5(0)] . [9uznzn (X ]2 = 1).5(0)
P(Z=1)

son equivalentes.
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@ ;Como estudiar

S(a)=inf{t: PX<t|Z=1)P(Z=1)+P(Y<t|Z=0)P(Z=0) > a}

en funcién de o y sus relaciones con P(Z =0)y P(Z =1)?
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