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Conceptos béasicos
Construyendo el espacio de conocimiento
Experimento de Kambouri

Sea () el dominio, es decir, el conjunto completo de problemas bajo
consideracion:

@ Multiplicar dos binomios.

@ lIdentificar y representar puntos en el plano cartesiano,
manualmente o usando un procesador geométricos.

© Resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas,
grafica y algebraicamente.

@ Fracciones equivalentes.

© Analizar representaciones de la funcién lineal y de la funcién
afin.
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La primera formalidad que viene a la mente se basa en la idea de
que, desde la observacién de que un estudiante es capaz de resolver
un problema dado, a veces se puede conjeturar que este estudiante
también puede resolver otros problemas. Esto sugiere la
introduccién de una relacién binaria <, con la siguiente
interpretacion:

g St <= de una respuesta correcta al problema ¢;
podemos suponer una respuesta correcta al problema q.

Acortar esto como ¢ se puede deducir de ¢, o bien se dice que ¢
precede a t. La relacion < se llamara la relacion de precedencia.
Esta relacién es obviamente reflexiva, y es razonable suponer que
también es transitiva. En otras palabras, es un cuasi-orden en el
conjunto Q.
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Una relacion de precedencia < para nuestros cinco problemas se
muestra en la Figura 1. Las convenciones de la figura (conocido
como un diagrama de Hasse en la teoria de los grafos) son los
siguientes. Cuando se puede llegar a algin problema ¢ desde algin
otro problema ¢ por lineas descendentes, esto significa ¢ se puede
deducir de t; Es decir, ¢ < t.
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Formalmente, la definicién del estado de conocimiento
correspondiente a la relacién de precedencia < es

K C (@ esun estado < paratodo ¢q,t € Q, ¢ <ty
te K=qcK.

En un lenguaje sencillo: Un conjunto K de problemas es llamado un
estado si, cuando K contiene algn problema ¢, también contiene
todos los problemas que se pueden deducir de ¢.

La relacién de precedencia < satisface la condicién de antisimetria
g <tyt<q= q=t. Un cuasi-orden que también es antisimétrico
se denomina un orden parcial.

Rodrigo Vargas Algoritmo de Koppen (QUERY)



Conceptos béasicos
Construyendo el espacio de conocimiento
Experimento de Kambouri

En nuestro ejemplo, denota por K la estructura de conocimiento,
obtenemos

K ={2,{2},{4},{1,4},{2,4}, {1,2,4},{2,4,5},
{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}} .

Observe que la coleccion de estados satisface la propiedad siguiente:
Si K y K’ son estados, entonces K U K’ es también un estado.

Por ejemplo, tenemos los dos estados {2,4} y {1,4}, pero también
tenemos el estado {1,2,4} = {2,4} U {1,4}. Una familia de
estados que satisfacen esta propiedad sera llamada unién cerrada, o
U-cerrada.
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Otra propiedad, en el mismo sentido pero que implica
intersecciones, requiere que

Si K y K’ son estados, entonces K N K’ es también un estado.

Si esta propiedad es valida para una familia de estados, decimos
que es interseccion cerrada, o N-cerrada. Es facil verificar que la
familia de estados K de nuestro ejemplo es U-cerrada y N-cerrada.
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Este ejemplo ilustra una situacion general, que puede describirse en
términos del siguiente resultado clasico.

Teorema (Birhhoff,1937)
Para cualquier conjunto @, la férmula

gSte (te K=qe€ K, paratodo K € K) (1)

Establece una correspondencia uno-a-uno entre el conjunto de
todos los cuasi-ordenes < en @, y la coleccion de todas las familias
KC de los subconjuntos de (Q que son U-cerrado y N-cerrado.

En otras palabras: Para cualquier relacién de precedencia < sobre el
conjunto @), que es reflexiva y transitiva, hay exactamente una
familia de estados y que es U-cerrada y N-cerrado, y viceversa.
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Preguntas a Expertos

[Q1] Supongamos que un estudiante bajo examen acaba de
proporcionar una respuesta incorrecta al problema ¢;. ;i Es
practicamente cierto que este estudiante también fallara el
problema ¢2? Suponemos que se excluyen los errores por
descuidos y las conjeturas afortunadas.

Para propésitos expositivos, simplificamos esto a la pregunta:
iFallando ¢; implica fallar ¢o?

Notacién: codificaremos respuestas positivas y negativas a
preguntas tales como APqy ANgq, respectivamente.

La pregunta anterior define una relacién de precendencia de la
siguiente manera:

qSte{qtpt (2)
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En general se utiliza una pregunta mas general para adquirir
informacién del experto:

[Q2] Supongamos que un estudiante bajo examen ha proporcionado
respuestas equivocadas a todos los problemas en un subconjunto A
de Q). Es practicamente cierto que este estudiante también fallara
el problema ¢ en Q7 Asumimos que los errores por descuidos y
suposiciones con suerte estan excluidos.

Una respuesta positiva a la pregunta: jEl fracaso de 1 y 3 implica
fallar 27 Sera denotado por {1,3}P2. Se puede establecer
matematicamente que, si todas las preguntas de tipo [Q2] se les
pide, entonces el espacio de conocimiento puede ser recuperado
exactamente.
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Nuestro primer paso consiste en ordenar las preguntas que deben
hacerse a los expertos; es decir, tenemos que ordenar los pares

(A, q) que corresponden a las preguntas: falla todos los problemas
en A implica fallar el problema ¢?, es razonable comenzar con las
preguntas mas simples. El orden de preguntas por el tamafio del
conjunto A en el par (A, q). Luego, decimos que (A, q) esta antes
que (A’,¢') cuando |A| < |A4'|. (Aqui, y en lo que sigue, denotamos
por |S| el namero de elementos en un conjunto S.) Esto significa
que todas las preguntas de tipo [Q1] seran preguntadas en la
primera etapa del procedimiento.
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Conteo

2]

Si g € A entonces APgq, el conteo de estas respuestas
positivas a priori es facil de hacer

Si el nimero de problemas en ) es n (es decir, si |Q] =n)
entonces el niimero de este tipo de preguntas es 2"~ ! x n.
En nuestro caso, con 5 problemas se tiene 80 preguntas
positivas, que no es necesario realizar.

El namero de preguntas de la forma ARq con |A| =1 es
(n—1) xn.

El namero de preguntas de la forma ARq con |A| =k > 1 es
() % (n— k).

En total, el namero de preguntas necesarias para determinar el
espacio de conocimiento es (2"~ — 1) x n. En nuestro caso,
con 75 preguntas es posible determinar el espacio de
conocimiento.
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Ejemplos de inferencias

© Si g € A entonces la pregunta (A, ¢) no debe ser realizada ya
que es claro que APq.

@ Transitividad: Por ejemplo, a partir de {a}Pb, {b} Pc podemos
inferir que {a}Pc.

© La transitividad de la relacién P restringuida a pares de items
también permite inferir a partir de respuestas negativas.
Por ejemplo si {a}Pby {a}Nc, entonces el algoritmo no debe
preguntarse si fallar b implica fallar ¢ ya que por lo anterior,
una respuesta positiva llevaria a inferir que {a}Pc,
contradiciendo {a}Nc.
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Ejemplos de inferencias (continuacién)

@ Las inferencias se pueden generalizar cuando se realizan
preguntas del tipo [Q2].

@ El teorema de Birhhoff permite realizar inferencias que
eliminan estados admisibles.
Por ejemplo, si {a}Pb entonces se deben eliminar todos los
estados que K en los cualesbe K'ya ¢ K.
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En la siguiente tabla se tiene que la primera columna indica el
namero de paso; la segunda columna enumera la respuesta
observada en el nimero de paso actual; la tercera columna contiene
las inferencias negativas extraidas de la respuesta observada
(incluida la respuesta en si, si es negativa); la cuarta columna
contiene las inferencias positivas extraidas de la respuesta
observada (incluida la respuesta en si); la quinta columna muestra
qué estados se suprimen del espacio de conocimiento actual si se
obtiene una respuesta positiva; la sexta columna contiene el namero
actual de respuestas negativas e inferencias; y la séptima columna
contiene el nimero actual de respuestas positivas e inferencias. Los
guiones indican que no se agrega ni se elimina nada.
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Tabla 1
Pasos del procedimiento para interrogar al experto
Pares Pares Estados de
Paso | Respuesta | agregados agregados conomiento |Nt| | | P
a NV a P eliminados de
K
1 1N2 1N2 - - 1 80
1P3 3N2, {1,2}P3, {3}, {2,3}, 3 88
{1,3}N2 {1,4}P3, {3.4}{3.5},
{1,5}P3, {2,3,4},
{1,2,4}P3, {2,3,5},
{1,2,5}P3, {3,455},
{1,4,5}P3, {2,3,4,5}
{1,2,4,5}P3
3 1N4 1N4 - - 4 88
4 IN5 IN5 - - 5 38
5 2N1 2N1 - - 6 88
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Pares Pares Estados de
Paso | Respuesta | agregados agregados conomiento [Nt| | | P
a NV a P eliminados de
K
6 2P3 3N, 2P3, {2,4}P3, | {1,3},{1.34}, | 8 | 92
{2,3}N1 {2,5}P3, {1,3,5},
{2,4,5}P3, {1,3,4,5}
7 2N4 2N4 - - 9 92
8 2P5 5N4, 5N1, | 2P5, {1,2}P5, | {5}, {1,5}, | 13 | 100
{2,5}N4, | {2,3}P5, {4,5}, {1,4,5}
{2,5}N1 {2,4}P5,
{1,2,3}P5,
{1,2,4}P5,
{2,3,4}P5,
{1,2,3,4}P5
9 3N4 3N4 - - 14 | 100
10 3N5 3N5 - - 15 | 100
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Pares Pares Estados de
Paso | Respuesta | agregados | agregados conomiento INe| | | P
a N; a b eliminados de
K
11 aP1 |- 4P1, {2.43P1, | {1}, {12}, | 15 | 108
{3.4}P1, {123},
{4,5}P1, {125},
{2,3,4}P1, {1,2,3,5}
{3,4,5}P1,
{2,451P1,
{2,3,4,5}P1
12 4N2 4N2 - - 16 108
13 4P3 [34IN2 | 4P3, {4,5}P3 17 | 110
14 4P5 | 5N2, 4P5, {1,41P5, | {2,5} 10 | 114
{4,5}N2 {3,4}P5,
{1,3,4}P5
15 5P3 - 5P3 {1234} 19 | 115

Rodrigo Vargas

Algoritmo de Koppen (QUERY)



Conceptos basicos
Construyendo el espacio de conocimiento
Experimento de Kambouri

Pares Pares Estados de
Paso | Respuesta | agregados agregados conomiento [Nt | | P
a NV a P eliminados de
K
16 | {12}N4 | {12}N&4 |- - 20 | 115
17 | {1,3}N4 | {1,3}N4 |- - 21 | 115
18 {1,3}N5 | {1,3}N5 - - 22 | 115
19 | {14IN2 | {14IN2 |- - 23 | 115
20 | {23IN4 | {23IN4 |- - 24 | 115
21 {3,5}N1 | {3,5}N1 - - 25 | 115
22 | {35IN2 | {35}N2 |- - 26 | 115
23 | {35}N4 | {35}N4 |- - 27 | 115
24 {1,5}N2 | {1,5}N2 - - 28 | 115
25 | {1,5}N4 | {1,5}N4 |- - 29 | 115
26 | {12,3IN4 | {123IN4 | - - 30 | 115
27 {1,2,5}N4 | {1,2,5}N4 | - - 31 | 115
28 | {2,35IN1 | {2,35IN1 | - - 32 | 115
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Pares Pares Estados de
Paso | Respuesta | agregados | agregados conomiento INt| | | P

a N a P, eliminados de

K

29 | {235IN4 | {2.3.5IN4 | - - 33 | 115
30 | {3.45IN2 | {3.45}N2 |- - 34 | 115
31 | {1,34IN2 | {1,34}N2 | - - 35 | 115
32 | {145N2 | {1,45IN2 | - . 36 | 115
33 | {135IN2 | {135}N2 |- - 37 | 115
34 | {135}P4 | {135}P4 |- - 38 | 115
35 | {1,3,45IN2 | {1,3,45IN2| - . 39 | 115
36 | {1,235}N4 | {1,2,3,5}N4/ - - 40 | 115

Rodrigo Vargas

Algoritmo de Koppen (QUERY)



Conceptos basicos
Construyendo el espacio de conocimiento
Experimento de Kambouri

Algunos ejemplos de items.
Dos ejemplos entre 10 de itemes faciles:

© Sumar: 34 421 =7

@ ;Cuél es el producto cuando 3 es multiplicado por 57

© Escriba el nimero para doce mil treinta y siete.

@ En un triangulo ABC, la medida del angulo A es 30 grados y
la medida del angulo B es 50 grados. ;jCual es la medida del
angulo C7

© Sumar: 546 + 1,248 + 26 =7

@ Escriba la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,0) y
(3,6)

@ Resuelva para z:

2c+1 3xz-7
5 + 2
@ Cual es | producto de 623 y 12247
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a. EAE b 3BT =097 =7
=605
1.5 _ 7 : - oo
C.gxg= d. What is 30%

tof 347

Suppose that a student under examination has just provided

& wrong response to problems a, b, ¢ and d.

&, Gwendoly
Rebece

is &
Edwin &

2

as old as Rebecca
as old as Edwin
M) years old.
How old is Gwendolyn?

Problem e?

I= it practically certain that this student will also fail

Rating:
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